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Célculo I. Examen XI

Ejercicio 1 (1 punto). Enuncia:
1. El criterio de condensacién para series de términos positivos.
2. El criterio de convergencia absoluta para series de niimeros reales.

Ejercicio 2 (2 puntos). Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificando las respuestas:

1. Sin € N es primo, /n es irracional.
2. Todo conjunto de ntimeros naturales, no vacio y mayorado, es finito.

3. Toda sucesiéon monotona de niimeros reales, que admita una parcial divergente,
es divergente.

4. Toda sucesion de ntimeros positivos, convergente a cero, es decreciente.

Ejercicio 3 (2 puntos). Estudiar la convergencia de:

n?y/n }
1+2V2+-+nyn)

1. La sucesién {

2n n
2. La serie E . +a segtin el valor de a € R™.
an

n>1

Ejercicio 4 (2 puntos). Se considera la sucesién {x,} definida de forma recurrente
por x1 =1y 2,41 =+/1+ 2z, — 1. Estudiar:

1. La convergencia de la sucesién {x,}.

2. El cardcter de la serie 3 (—1)" tl)on

n2
n=1

Ejercicio 5 (3 puntos). Sea f: R — R la funcién definida por:

Vr2+8 sizeRT,

. 1 :
s siz e RY.

1. Estudiar la continuidad de f.
2. Calcular f(R) y f([—1,1]).

3. (Tiene inversa la funcién f?7;Y la funcién f ‘[ ) 1]? En caso afirmativo, discutir

el dominio y la continuidad de dicha inversa.
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Ejercicio 1 (1 punto). Enuncia:

1. El criterio de condensacién para series de términos positivos.
Criterio de condensacién para series de términos positivos:
Si {a,} decreciente, con a, >0 Vn € N, entonces:

E a, converge <—» E 2"ay, converge

n=1 n=1

2. El criterio de convergencia absoluta para series de nimeros reales. Criterio
de convergencia absoluta para series:

Silaserie ) a, converge absolutamente (esto es, si Y . |a,| converge) = > a,
n=1 n=1 n=>1
converge.

Ejercicio 2 (2 puntos). Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificando las respuestas:

1. Sin € N es primo, y/n es irracional.

Demostracién (por reduccién al absurdo):

Si fuese v/n € Q = /n= § con p,q € N, fraccién irreducible.

vn== = n:Z—z = p’=ng¢’> = pmiltiploden = IrcN:p=nr =
(sustituimos p en la expresién p? = ng?) n’r? 2 = (igual)
q multiplo de n

Luego p y ¢ son, ambos, multiplos de n. jContradiccién!

2. Todo conjunto de niimeros naturales, no vacio y mayorado, es finito. | Verdadera

Demostracion:

Si A C N, no vacio y mayorado = tiene supremo o = sup(A). Por la propiedad
arquimediana, 3m € N:a <m. Asi A C{k e N:k<m} = S(m) finito =
A finito.

=ng® = ¢#=nr

3. Toda sucesion monotona de niimeros reales, que admita una parcial divergente,

es divergente.

Demostracién (hagamos el caso creciente):
{z,} mondtona creciente y 3 parcial {xg(n)} — 400

Vk > 03dm € N:sip € NAp = m, se tiene que z,,, > k (en particular
Loy > k)
Sin € NAn > o) se tiene que z, > ,,, > k. Luego {z,} — +o0

4. Toda sucesion de nimeros positivos, convergente a cero, es decreciente. | Falsa
Contraejemplos:

ek~ { o)

{yn} = 1

~3 Sl n impar

si n par
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Ejercicio 3 (2 puntos). Estudiar la convergencia de:
n*/n }

1+2V2+-+nyn)

Llamamos a, = n?y/n, b, = 1 +2v2 4 - - + ny/n.

an

bn

1. la sucesion {

La sucesion es { }, con {b,} /" +o0o, por lo tanto podemos aplicar el

criterio de Stolz.
<S¢ {M} N N {“—”} S L(LERS j:oo))
bn+1 - bn bn
Estudiemos la sucesidn:
5 5
{an+1—@n}_ (n+1)2 —n2 | (n+1)°—
bas1 = bn (n+1)3 (n—i—lg[n—kl 3]

w 5+10+10+5+1
75+ 5t 100 + 100 +5n+1— 5 | n3 ' A
(n+1)*+ (n+1)2n3 A (n+1) Jr(n—l—l)g
n n

—

Do | Ot

Luego aplicando Stolz, {Z—"} N

N | Ot

También podria haberse calculado asi:

(n 1)% (*)debajo 2 (Stolz)

(*) El denominador tiende a 1, estudiemos por separado el numerador:

1
{2} = ("* ) 1
1 ( puedo aplicar el )

criterio de Euler (x)

{yn} = {n}

(%) 29 — el e— Yn(xy — 1) — H

IRICOINEE

(M)

(et} = {(“Tl)
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Luego {n (”Tl) - 1] } — (gl — 1)} —

2n n
2. la serie Z — segun el valor de a € R*.

n>1

2” n
, segun el valor de a € R™.

Convergencia de la serie g

n>1

<a<l,a=1a>1.

D=

Consideremos los casos: 0 < a < %, a = %,

SiL>1= n
x Caso0 < a < % Criterio de laraiz |Si ¢/a, — L > 0, 1 2 an converge
Si L <1= ) a, no converge

{”/ 2rar { 2a }—>2 <1 =
[ — J— a
I+am V1+an

Para 0 < a < % la serie converge.

x Caso a = . Los sumandos {1+a"} = {W} — 1 jiNo tienden a 0 !!
3

Luego, para a = %, la serie no converge.

(2a)"
1+a™

x Caso % < a < 1. Los sumandos {12:‘22 = { } — 400 jjNo tienden a 0 !!

Luego, para % < a < 1, la serie no converge.

* Caso a = 1. Los sumandos f:‘;’;} ={2""'} - +00 iNo tienden a 0 !!

Luego, para a = 1, la serie no converge.

x Casoa > 1. Los sumandos {121—‘22} = {ﬁ%} — 400 jjNo tienden a 0 !!

Luego, para a > 1, la serie no converge.

Alternativamente, todos los casos con |a > 3 también se resuelven comparan-

do la serie a estudiar con la del caso a = % Bastara con observar que, si z >

— Lae—1 _ g _ 1 — v — q" — (L\"
y>0= L =5 =1-; > 1+y_ Ty conloquex =a" y= (3)
obtenemos la comparacién:

an

2
1+a”> 1+ (

3
—~
N =
~—
3

" (sumandos del caso a = 1)

"

Por el criterio de comparaciéon, para a > %

N[ =

'I’L

ya que 22” 1 no converge = 22" T+ a
n>1 5 n>1

n

n no converge.
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Ejercicio 4 (2 puntos). Se considera la sucesién {z,} definida por x; = /1 + 2z, —
1. Estudiar:

1. La convergencia de la sucesién {x,}.
Probaremos que {z,} es estrictamente decreciente y minorada por 0. Més con-

cretamente, demostraremos que ’0 < ZTpi1 < x,Vn € N| por induccién:

Sea A={neN:0<z,1 <z,} CN
.Es A inductivo? < 1) A 2)

1) 1€ A?7& j0<zy<a1?e (0<V3—1<17][8i]

2) Sl k € A (hipétesis de induccién) ()j k + 1 < A?
La hipétesis de induccién dice: 0 < x,1 < z,, y queremos probar ;0 <
Tyt < Tpt1?
Claramente xp10 = /1 + 22,11 — 1 > (va que 244y > oV/1—1=0 N
Ademas, Tp0 =1+ 2251 — 1 < V1422, — 1 = 2344

Luego {x,} estrictamente decreciente y minorada. En particular serd conver-
gente {z,} \(L >0

{anrl} — L (parcial) (uni. del 1im.) . _
(192, — 1} —yitor—1] L= vit 1=[L=0]

Luego {z,} \, 0.

2. El cardcter de la serie > (—1)" (”J;#
n=>1
Es una serie alternada, podemos aplicar el criterio de Leibniz, nos preguntamos

si g){ ("ntl)xn} N\ 07 (ya sabemos que {z,,} \,0)

Veamos que {("7:21)} es decreciente:

on+2 - n+1
“(n+1)? n?

7o P (n+2) < (n+1)°7 < i’ + 20 < n®+ 302+ 3n+ 17 [Si]

Luego { (":21):%} es producto de dos sucesiones decrecientes y positivas y, por

lo tanto, es decreciente y su limite es (producto de limites) 0. Asi, por el criterio

de Leibniz, Y (—-1)" ("2# converge.
n>1

Ejercicio 5 (3 puntos). Sea f : R — R la funcién definida por:

Va2 +8 six e R,

izeRT.
T+a 0500
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1. Estudiar la continuidad de f.
Por el caracter local de la continuidad, f serd continua en todo punto de
R~ y también en todo punto de R*. Falta saber si es continua en 0. Por un
resultado visto en clase, consecuencia de la caracterizacion de la continuidad
por sucesiones mondtonas:

1
fcontinuaenO(:)\3/02+8:e_0+m@\?/gzl—l—l

Luego f es continua en R.

2. Calcular f(R)y f([-1,1]).
(fR)? f(R) = f(RTURY) = f(RT) U f(R])

« Comencemos por f(R7): por el T.V.I. serd un intervalo. Ademéds Vz,y €
Rrz<y=z22>9y*= f(x)> fly)
Luego f es estrictamente decreciente en R~ (en particular inyectiva en

R).

Si{z,}(x, e R"VReN) = 0= {f(z,)} — 2 }
Si{z,} - —co= {f(z,)} = +0

= [/®) = (2, +o0)

x Hagamos ahora f(R™): de nuevo, por el T.V.I. serd un intervalo. Ademas,
en R f es suma de funciones estrictamente decrecientes.
Luego es estrictamente decreciente en R (en particular inyectiva en Ry ).

£(0) =2 —
Si{%}—)—l—oo:{f(yn)}—)()} = [f(Ry) = (0,2]

* En consecuencia, f(R) = f(R™)U f(RJ) = (2, +00) U (0,2] = (0, +00)

Para calcular f([—1,1]), ya que f es estrictamente decreciente en todo su
dominio y continua, tendremos:

1 1

F-LA) = [ £-1] = £+ 5,95

3. ;Tiene inversa la funcion f7;Y la funcion f [[_; 17 En caso afirmativo, discutir
el dominio y la continuidad de dicha inversa.
f es estrictamente decreciente en su dominio (= inyectiva) y por tanto tiene
inversa, cuyo dominio sera la imagen de f. Ademas, dado que el dominio de f
es un intervalo (R), la inversa serd continua (*).

f7':(0,400) — R continua.

Por el mismo motivo, al ser g = f [[_1,1] estrictamente mondtona tendra in-
versa cuyo dominio serd la imagen de g, es decir, f([—1, 1]). De nuevo, por ser
el dominio de g un intervalo, g~* serd continua (*).

1 1
g_l - (f r[—l,l})_l : |:g + 57 \3/§:| — [_]—’ 1] continua.

9
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(*) Hemos usado un resultado de teoria sobre monotonia y continuidad:

Si I C R intervalo

. , = Jinversa h~! y es continua.
y h: I — R estrictamente mondtona Y

10



